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Обгрунтовано узагальнення кiнетичного рiвняння Больцмана, яким описується еволю-
цiя плину системи багатьох частинок з початковими кореляцiями в скейлiнговiй гра-
ницi Больцмана–Греда.
Сучасний прогрес математичної теорiї нелiнiйних кiнетичних рiвнянь, зокрема, пов’яза-
ний з розвитком строгих методiв їх виведення з динамiки систем багатьох частинок.
У цьому напрямку вiдомими є результати з обгрунтування кiнетичного рiвняння Боль-
цмана в скейлiнговiй границi Больцмана–Греда для систем частинок, якi взаємодiють як
твердi кулi з пружними зiткненнями [1–4]. Однiєю з вiдкритих проблем теорiї еволюцiй-
них рiвнянь систем багатьох частинок залишається опис кiнетичної еволюцiї за наявнос-
тi кореляцiй початкових станiв, якими характеризуються системи в конденсованих ста-
нах.
Мета роботи полягає в математичному описi кiнетичної еволюцiї плинiв системи твердих
куль з пружними зiткненнями в скейлiнговiй границi Больцмана–Греда у випадку початко-
вих станiв, якi характеризуються кореляцiями. В роботi встановлено еквiвалентнiсть опису
кiнетичної еволюцiї такої системи твердих куль за допомогою асимптотики Больцмана–
Греда непертурбативного розв’язку дуальної iєрархiї рiвнянь ББГКI (Боголюбов–Борн–
Грiн–Кiрквуд–Iвон) для маргiнальних спостережуваних та одночастинковою (маргiналь-
ною) функцiєю розподiлу, яка є розв’язком кiнетичного рiвняння Больцмана з початко-
вими кореляцiями. Також описано еволюцiю початкових кореляцiй в скейлiнговiй границi
Больцмана–Греда.
Розглянемо систему не фiксованої (довiльної) кiлькостi частинок, якi взаємодiють мiж
собою як твердi кулi одиничної маси з пружними зiткненнями. Величину вiдношення дiа-
метра σ > 0 твердих куль до середньої довжини їх вiльного пробiгу будемо позначати
безрозмiрним параметром ǫ > 0. Нехай твердi кулi характеризуються вiдповiдними фазо-
вими змiнними (qi, pi) ≡ xi ∈ R3 × R3. Для такої системи частинок множина конфiгурацiй
Wn ≡ {(q1, . . . , qn) ∈ R3n
∣∣|qi − qj| < σ хоча б для однiєї пари (i, j) : i 6= j ∈ (1, . . . , n)}
є множиною заборонених конфiгурацiй.
Нехай Cγ — простiр послiдовностей b = (b0, b1, . . . , bn, . . .) вимiрних обмежених фун-
кцiй, визначених на вiдповiдних фазових просторах bn(x1, . . . , xn), якi є симетричними вiд-
носно перестановок аргументiв x1, . . . , xn (елемент b0 — дiйсне число), з нормою ‖b‖Cγ =
= max
n>0
γn
n!
‖bn‖Cn , де ‖bn‖Cn = maxx1,...,xn
∣∣bn(x1, . . . , xn)∣∣ та 0 < γ < 1 — параметр.
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Еволюцiя системи твердих куль з пружними зiткненнями описується за допомогою по-
слiдовностi B(t) = (B0, B1(t, x1), . . . , Bs(t, x1, . . . , xs), . . .) таких маргiнальних (s-частинко-
вих) спостережуваних величин [3]:
Bs(t, x1, . . . , xs) =
s∑
n=0
1
n!
s∑
j1 6=...6=jn=1
A1+n(t, {Y \ Z}, Z)×
×Bǫ,0s−n(x1, . . . , xj1−1, xj1+1, . . . , xjn−1, xjn+1, . . . , xs), (1)
де B(0) = (B0, B
ǫ,0
1 (x1), . . . , B
ǫ,0
s (x1, . . . , xs), . . .) ∈ Cγ — послiдовнiсть початкових маргi-
нальних спостережуваних. Твiрний оператор A1+n(t) з розкладу (1) є кумулянтом (1+n)-го
порядку груп операторiв систем твердих куль, який визначається такою формулою:
A1+n(t, {Y \ Z}, Z) .=
∑
P: ({Y \Z},Z)=∪iZi
(−1)|P|−1(|P| − 1)!
∏
Zi⊂P
S|θ(Zi)|(t, θ(Zi)),
де вiдповiдними символами позначено множини iндексiв: Y ≡ (1, . . . , s), Z ≡ (j1, . . . , jn) ⊂
⊂ Y , що вказують, на якi змiннi дiють оператори; множина {Y \ Z} складається з одного
елементу Y \Z = (1, . . . , j1 − 1, j1 + 1, . . . , jn − 1, jn + 1, . . . , s); символом
∑
P
позначено суму
за всiма можливими розбиттями P множини ({Y \ Z}, Z) на |P| непорожнiх пiдмножин
Zi ∈ ({Y \ Z}, Z), якi взаємно не перетинаються; вiдображення θ(·) є оператором деклас-
теризацiї елементiв множини θ({Y \ Z}, Z) = Y . Група операторiв S|θ(Zi)|(t, θ(Zi)) системи
|θ(Zi)| твердих куль з пружними зiткненнями визначена в роботi [4]. На просторi C|θ(Zi)|
вона є iзометричною w∗-неперервною групою, iнфiнiтезимальний генератор якої збiгається
з оператором Лiувiлля системи твердих куль з пружними зiткненнями [3].
Зауважимо, що послiдовнiсть функцiй (1) є непертурбативним розв’язком задачi Кошi
для дуальної iєрархiї рiвнянь ББГКI системи твердих куль з пружними зiткненнями [3].
Якщо iснує границя Больцмана–Греда для початкових маргiнальних спостережуваних
у сенсi ∗-слабкої збiжностi простору Cn
w∗− lim
ǫ→0
(ǫ−2nBǫ,0n − b0n) = 0,
то для довiльного iнтервалу часу iснує границя Больцмана–Греда маргiнальних спостере-
жуваних (1)
w∗− lim
ǫ→0
(ǫ−2sBs(t)− bs(t)) = 0,
де гранична функцiя bs(t) визначається таким розкладом [3]:
bs(t, x1, . . . , xs) =
s−1∑
n=0
t∫
0
dt1 · · ·
tn−1∫
0
dtnS
0
s (t− t1)×
×
s∑
i1 6=j1=1
L0int(i1, j1)S0s−1(t1 − t2) · · · S0s−n+1(tn−1 − tn)×
×
s∑
in 6= jn = 1,
in, jn 6= (j1, . . . , jn−1)
L0int(in, jn)S0s−n(tn)b0s−n((x1, . . . , xs) \ (xj1 , . . . , xjn)). (2)
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У виразi (2) для груп операторiв невзаємодiючих частинок використано позначення
S0s−n+1(tn−1 − tn) ≡ S0s−n+1(tn−1 − tn, Y \ (j1, . . . , jn−1)) =
∏
j∈Y \(j1,...,jn−1)
S1(tn−1 − tn, j)
та введено оператор L0int(j1, j2), який визначено на просторi Cn,
(L0int(j1, j2)bn)(x1, . . . , xn) .=
∫
S2+
dη〈η, (pj1 − pj2)〉(bn(x1, . . . , qj1 , p∗j1 , . . . , qj2 , p∗j2 , . . . , xn)−
− bn(x1, . . . , xn))δ(qj1 − qj2), (3)
де S2+
.
= {η ∈ R3∣∣|η| = 1, 〈η, (pj1 − pj2)〉 > 0}, символом 〈·, ·〉 позначено скалярний добуток
векторiв, i значення iмпульсiв частинок пiсля розсiяння p∗j1 та p
∗
j2 визначаються такими
виразами:
p∗j1
.
= pj1 − η〈η, (pj1 − pj2)〉,
p∗j2
.
= pj2 + η〈η, (pj1 − pj2)〉.
(4)
Зауважимо, якщо b(0) = (b0, b
0
1, . . . , b
0
s, . . .) ∈ Cγ , то послiдовнiсть функцiй, що зобра-
жується розкладами (2), є узагальненим глобальним розв’язком задачi Кошi для дуальної
iєрархiї рiвнянь Больцмана, яка має структуру системи рекурсивних еволюцiйних рiвнянь:
∂
∂t
bs(t, x1, . . . , xs) =
s∑
j=1
〈
pj,
∂
∂qj
〉
bs(t, x1, . . . , xs) +
+
s∑
j1 6=j2=1
∫
S2
+
dη〈η, (pj1 − pj2)〉(bs−1(x1, . . . , xj1−1, xj1+1, . . . , qj2 , p∗j2 , . . . , xs)−
− bs−1(t, x1, . . . , xj1−1, xj1+1, . . . , xs))δ(qj1 − qj2), (5)
bs(t, x1, . . . , xs) |t=0= b0s(x1, . . . , xs), s > 1. (6)
Таким чином, кiнетична еволюцiя системи твердих куль з пружними зiткненнями в гра-
ницi Больцмана–Греда описується за допомогою граничних маргiнальних спостережува-
них (2), якi задовольняють задачу Кошi для дуальної iєрархiї рiвнянь Больцмана (5), (6).
Подiбний пiдхiд до опису еволюцiї квантових систем багатьох частинок у скейлiнговiй гра-
ницi середнього поля використано в роботi [6] (див. також [7]).
Розглянемо початковi стани системи твердих куль, якi визначаються одночастинковою
(маргiнальною) функцiєю розподiлу f01 та кореляцiйними функцiями gn, а саме:
f (c) =
(
1, f01 (x1), g2(x1, x2)
2∏
i=1
f01 (xi), . . . , gn(x1, . . . , xn)
n∏
i=1
f01 (xi), . . .
)
. (7)
Одночастинкова функцiя розподiлу f01 задовольняє оцiнку |f01 (xi)| 6 ce−βp
2
i /2, де c > 0,
β > 0 — параметри [4], та функцiї gn, якими описуються початковi кореляцiї системи n > 2
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твердих куль, — обмеженi симетричнi вiдносно перестановок аргументiв x1, . . . , xn функцiї,
якi дорiвнюють нулю на множинi заборонених конфiгурацiй Wn. Зазначимо, що за вiдсут-
ностi кореляцiй стани (7) є типовими початковими станами для опису кiнетичної еволюцiї
систем багатьох частинок [1–4]. Оскiльки системи частинок в конденсованих станах характе-
ризуються кореляцiями, то послiдовнiстю маргiнальних функцiй розподiлу (7) описується
початковий стан кiнетичної еволюцiї плинiв твердих куль.
Для системи твердих куль у початковому станi (7) функцiонал, за допомогою якого
визначаються середнi значення (математичнi очiкування) маргiнальних спостережуваних
величин в границi Больцмана–Греда, зображується таким розкладом у ряд:
(b(t), f (c)) =
∞∑
s=0
1
s!
∫
(R3×R3)s
dx1 · · · dxsbs(t, x1, . . . , xs)gs(x1, . . . , xs)
s∏
i=1
f01 (xi). (8)
Якщо b(0) ∈ Cγ i f01 задовольняє сформульовану вище умову, то на скiнченному iнтервалi
часу функцiонал (8) iснує.
Сформулюємо основний результат роботи, а саме, встановимо спiввiдношення мiж асим-
птотикою Больцмана–Греда (2) маргiнальних спостережуваних (1) та розв’язком узагаль-
нення кiнетичного рiвняння Больцмана для системи твердих куль, початковий стан яких
характеризується наявнiстю кореляцiй (7).
У випадку початкових маргiнальних спостережуваних адитивного типу [5], тобто послi-
довностей b(1)(0) = (0, b01(x1), 0, . . .), справедлива рiвнiсть
(b(1)(t), f (c)) =
∞∑
s=0
1
s!
∫
(R3×R3)s
dx1 · · · dxsb(1)s (t, x1, . . . , xs)gs(x1, . . . , xs)
s∏
i=1
f01 (xi) =
=
∫
R3×R3
dx1b
0
1(x1)f1(t, x1),
де функцiя b(1)s (t) зображується частковим випадком розкладу (2):
b(1)s (t, x1, . . . , xs) =
t∫
0
dt1 · · ·
ts−2∫
0
dts−1S
0
s (t− t1)×
×
s∑
i1 6=j1=1
L0int(i1, j1)S0s−1(t1 − t2) · · · S02(ts−2 − ts−1)×
×
s∑
is−1 6=js−1=1,
is−1,js−1 6=(j1,...,js−2)
L0int(is−1, js−1)S01(ts−1)b01((x1, . . . , xs) \ (xj1 , . . . , xjs−1)),
та одночастинкова (маргiнальна) функцiя розподiлу f1(t) на скiнченному iнтервалi часу
зображується рiвномiрно збiжним на кожному компактi рядом
f1(t, x1) =
∞∑
n=0
t∫
0
dt1 · · ·
tn−1∫
0
dtn
∫
(R3×R3)n
dx2 · · · dxn+1S1(−t+ t1, 1)L0,∗int (1, 2) ×
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× S1(−t1 + t2, j1) · · ·
n∏
in=1
S1(−tn + tn, in)×
×
n∑
kn=1
L0,∗int(kn, n+ 1)
n+1∏
jn=1
S1(−tn, jn)gn+1(x1, . . . , xn+1)
n+1∏
i=1
f01 (xi), (9)
де оператор L0,∗int(j1, j2) є спряженим до оператора (3) в сенсi функцiонала (8)
L0,∗int(j1, j2)fn
.
=
∫
S2
+
dη〈η, (pj1 − pj2)〉(fn(x1, . . . , qj1 , p∗j1 , . . . , qj2 , p∗j2 , . . . , xn)−
− fn(x1, . . . , xn))δ(qj1 − qj2)
i використано позначення (3), (4), введенi вище.
На скiнченному iнтервалi часу функцiя (9) є слабким розв’язком задачi Кошi для кiне-
тичного рiвняння Больцмана з початковими кореляцiями
∂
∂t
f1(t, x1) = −
〈
p1,
∂
∂q1
〉
f1(t, x1) +
+
∫
R3×S2
+
dp2dη〈η, (p1 − p2)〉(g2(q1 − p∗1t, p∗1, q2 − p∗2t, p∗2)f1(t, q1, p∗1)f1(t, q1, p∗2)−
− g2(q1 − p1t, p1, q2 − p2t, p2)f1(t, x1)f1(t, q1, p2)), (10)
f1(t, x1)|t=0 = f01 (x1). (11)
Це твердження доводиться аналогiчно випадку доведення iснування розв’язку для iєрархiї
рiвнянь ББГКI, який зображується рядом iтерацiй [4]. Кiнетичне рiвняння (10) побудовано
також в роботi [8] iншим методом, а саме, за допомогою узагальненого кiнетичного рiвняння
Енскога [9].
Таким чином, для початкових станiв (7), якi визначаються одночастинковою (маргi-
нальною) функцiєю розподiлу та кореляцiями, еквiвалентний метод опису еволюцiї системи
твердих куль до пiдходу за допомогою дуальної iєрархiї рiвнянь Больцмана (5) у випад-
ку маргiнальних спостережуваних адитивного типу полягає в описi еволюцiї станiв одно-
частинковою функцiєю розподiлу, яка є розв’язком задачi Кошi для кiнетичного рiвняння
Больцмана з початковими кореляцiями (10), (11).
У випадку k-арних (k > 2) початкових маргiнальних спостережуваних [5], тобто послi-
довностей b(1)(0) = (0, . . . , b0k(x1, . . . , xk), 0, . . .), на скiнченному iнтервалi часу справедлива
така рiвнiсть:
(b(k)(t), f (c)) =
∞∑
s=0
1
s!
∫
(R3×R3)s
dx1 · · · dxsb(k)s (t, x1, . . . , xs)gs(x1, . . . , xs)
s∏
j=1
f01 (xj) =
=
1
k!
∫
(R3×R3)k
dx1 · · · dxkb0k(x1, . . . , xk)
k∏
i1=1
S1(−t, i1)gk(x1, . . . , xk)×
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×
k∏
i2=1
S1(t, i2)
k∏
j=1
f1(t, xj), (12)
де одночастинкова функцiя розподiлу f1(t, xj) зображується розкладом в ряд (9) i, отже,
визначається задачею Кошi для рiвняння Больцмана з початковими кореляцiями (10), (11).
Це твердження доводиться аналогiчно доведенню властивостi поширення початкового хаосу
в границi Больцмана–Греда [3].
Рiвнiсть (12) описує еволюцiю початкових кореляцiй (7) в границi Больцмана–Греда.
Дiйсно, маргiнальнi кореляцiйнi функцiї [7] в скейлiнговiй границi Больцмана–Греда зо-
бражуються такими розкладами:
gs(t, x1, . . . , xs) = g˜s(q1 − p1t, p1, . . . , qs − pst, ps)
s∏
j=1
f1(t, xj), s > 2,
де використано позначення
g˜s(x1, . . . , xs) =
∑
P: (x1,...,xs)=∪iXi
∏
Xi⊂P
g|Xi|(Xi),
∑
P
— сума за всiма розбиттями P множини аргументiв (x1, . . . , xs) на |P| непорожнiх пiд-
множин Xi, якi взаємно не перетинаються, та одночастинкова функцiя розподiлу f1(t) ви-
значається задачею Кошi (10), (11).
Таким чином, для початкових станiв (7), якi визначаються одночастинковою (маргi-
нальною) функцiєю розподiлу та кореляцiями, метод опису еволюцiї системи твердих куль
за допомогою розв’язку дуальної iєрархiї рiвнянь Больцмана (5) у випадку маргiнальних
спостережуваних k-арного (k > 2) типу є аналогом опису еволюцiї початкових кореляцiй
в скейлiнговiй границi Больцмана–Греда.
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Кинетическое уравнение Больцмана с корреляциями для текущих
сред твердых шаров
Обосновано обобщение кинетического уравнения Больцмана, которым описывается эволю-
ция состояния текущей среды системы многих частиц с начальными корреляциями в скей-
линговом пределе Больцмана–Грэда.
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The Boltzmann kinetic equation with correlations for hard sphere ﬂuids
For the ﬂuid of a system of many particles with initial correlations, a generalization of the Boltz-
mann kinetic equation is justiﬁed in the Boltzmann–Grad scaling limit.
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